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ABSTRACT 
Automatic Control Systems are far and wide used in all modern and industrialized societies. Devices 
designed to control automatized tasks are each time more present from small plants to large industrial 
buildings.  
The development of mathematical models is a compulsory task for whom aim at analyzing or design 
any control systems. These mathematical models should reproduce some performance measures as 
accurate as possible. So, no matter the physical nature of the process we aim at control, an accurate 
mathematical model should be evaluate. So, the development of mathematical models can be considered 
an hi-level step over the physical nature of the system that we aim at analyze or design. For this reason 
the study of Systems Theory and Control Systems are considered transversal areas of the knowledge 
and them studies are compulsory in many branches of sciences and technologies in many universities 
all over the world. In spite of normal systems are non-linear the linearization procedure simplify the 
analysis and design of control systems and, depending on the accuracy of the model can give us good 
results.     
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1. INTRODUÇÃO 
 
A Teoria dos Sistemas é composta por métodos formais com vista ao estudo, projeto, interpretação 
analítica e homogeneizada de sistemas físicos do nosso quotidiano independentemente de quais sejam 
as suas naturezas (Ribeiro, M. (2002)). 
Sistemas de controlo automático estão cada vez mais presentes em todas as sociedades 
industrializadas, então, facilmente se compreende que a Teoria dos Sistemas inclua temas e 
metodologias úteis em diferentes ramos das ciências e tecnologias. 
Um enquadramento mais palpável da Teoria dos Sistemas pode ser apresentado num contexto de 
conceção de um sistema de controlo (Ribeiro, M. (2002)). Desta forma, independentemente de qual seja 
a dimensão ou a natureza física do sistema que se pretenda controlar, o projeto de um controlador deverá 
ter em conta as seguintes fases: 
 
 Especificação  
 Modelação 
 Análise 
 Verificação das especificações 
 Síntese 
 
O controlador que se pretende sintetizar (ou projetar) deverá ter em conta uma lista de especificações 
que deverão ser atendidas pelo sistema uma vez que este esteja controlado. Um sistema (ou processo) 
que se pretenda controlar terá uma complexidade mais ou menos elevada. O projeto de controladores é 
por vezes um procedimento iterativo tal que, até se atingir a solução final, soluções intermédias são 
experimentadas podendo resultar funcionamentos mais ou menos lesivos para o processo que se 
pretende controlar. Assim sendo, a utilização direta do processo que se pretende controlar durante o 
procedimento de síntese do controlador poderá originar danos graves, desta forma, assume-se com 
especial importância a fase de modelação. A utilização de um modelo adequado do processo que se 
pretende controlar tem como vantagem a preservação deste durante a fase de síntese do controlador. 
Para além disso, em ambiente laboratorial dispõe-se, dum modo geral, de dispositivos que de alguma 
forma modelam processos do quotidiano.  
Um modelo consiste geralmente numa simplificação da realidade e deverá ter em conta as 
especificações a ser atendidas na fase de síntese do controlador.  
Estabelecido um modelo para o processo que se pretende controlar, passa-se à fase de análise deste 
para se verificar se a lista de especificações é ou não atendida. Nessa altura, consoante o grau de 
verificação das especificações, assim se se decidirá (ou não) pelo projeto dum controlador. Tal projeto 
consiste na associação de dispositivos e determinação dos respetivos parâmetros com vista à verificação 
das especificações. 
A Teoria dos Sistemas está presente, em maior ou menor grau, em todas as fases da conceção de um 
sistema de controlo automático, independentemente de qual seja a sua natureza física. Apesar das 
abordagens iniciais versarem sobre sistemas elétricos ou mecânicos, presentemente a Teoria dos Sistema 
encontra aplicabilidade numa larga gama de áreas do conhecimento estendendo-se inclusivamente às 
ciências sociais (Ribeiro, M. (2002)).  
No presente artigo vão ver estudadas, recorrendo a exemplos, representações matemáticas de 
sistemas que se poderão incluir na etapa de modelação; neste contexto, este artigo é composto pelas 
secções que se descrevem de seguida. A secção 2 debruça-se sobre a representação matemática de 
sistemas sendo dado enfase a sistemas lineares e invariantes no tempo SLIT contínuos. Na secção 3 será 
exemplificado como diferentes realidades físicas são modeladas pela mesma realidade matemática. Na 
secção 4 será apresentado um procedimento uniformizador para a representação de sistemas. O artigo 
termina com a secção 5 onde se concluirá que diferentes realidades físicas podem ser descritas pela 
mesma realidade matemática. 
 
2. REPRESENTAÇÃO MATEMÁTICA DE SISTEMAS 
 
Os sistemas que usualmente se encontram no quotidiano são dum modo geral não lineares. Sistemas 
lineares correspondem a aproximações da realidade que, em maior ou menor grau, podem ser 
consideradas bastante satisfatórias resultando em modelos cuja exatidão deverá ser tida em conta, tendo 
em vista o fim a que se destinam. Pode-se assim dizer que um modelo é uma abstração da realidade 
física extraindo dela as características que se considerem relevantes para o fim em vista, tendo em conta 
hipóteses simplificativas.  
No âmbito da Teoria dos Sistemas, ao modelo chama-se sistema, e este constitui a sua entidade 
básica sobre a qual ela (Teoria dos Sistemas) se debruça (Ribeiro, M. (2002)). 
O caracter simplificado do modelo relativamente ao sistema físico que o originou explica o facto de, 
a partir de um mesmo sistema físico poderem ser extraídos vários modelos consoantes as questões 
relativas ao sistema físico que se pretendam ver resolvidas. Por exemplo, considerando o sistema físico 
(elétrico) transístor sabe-se que o modelo para baixas frequências é diferente do modelo para as altas 
frequências, então, o modelo a adotar deverá ter em conta a gama de frequência onde se pretende 
trabalhar. 
As hipóteses simplificativas na linearização de um sistema deverão ter em conta o ponto de 
funcionamento do sistema físico não linear para o qual se pretende extrair o modelo. Por exemplo, a 
dinâmica do pêndulo gravítico pode ser linearizada assumindo que para pequenas elongações o seno 
dum ângulo pode ser aproximado pela sua amplitude. 
A linearização de um modelo resulta numa simplificação considerável em termos de conceção e uso 
das ferramentas matemáticas necessárias à sua análise. Por este motivo esta secção desenvolve-se 
assumindo sistemas lineares e invariantes no tempo, SLIT.  
Neste contexto considere-se um sistema contínuo linear e invariante no tempo arbitrário, descrito 
pela equação diferencial linear e de coeficientes constantes ( 1). 
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Trata-se de um sistema de ordem igual à ordem da equação diferencial, (ordem n), em que a entrada 
é o sinal u( )t  e a saída é o sinal y( )t . 
A linearidade do sistema traduz-se na linearidade da correspondente equação diferencial ( 1) e a 
invariância no tempo reflete-se no facto de serem constantes os coeficientes ai e bj. 
A equação diferencial ( 1) descreve completamente o correspondente sistema significando isso que, 
a partir dela, conhecido o sinal de entrada u( )t  e n valores iniciais da saída y( )t  e das suas n-1 primeiras 
derivadas, é possível determinar, de forma única, a evolução temporal da saída do sistema, y( )t .  
Partindo-se de ( 1) pode-se obter representação em termos de entrada-saída, (ou representação 
externa) e representação em termos de estado (ou representação interna). 
Olhando para ( 1) na perspetiva de entrada-saída e tendo em conta que a transformada de Laplace 
pode ser usada na resolução de equações diferenciais lineares, então, pode-se obter uma representação 
externa do sistema que resulta no quociente entre a transformada de Laplace da saída,  ( )Y s , e a 
transformada de Laplace da entrada, ( )U s . Esta representação externa denomina-se função de 
transferência que, para o sistema representado por ( 1), resulta ( 2), sendo que, no instante inicial se 
consideram nula a saída ( )y t  bem como as suas n-1 primeiras derivadas (Dorf, R. and Bishop, R. 
(1995)).  
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 ( 2) 
A equação diferencial ( 1) permite a obtenção de uma representação interna alternativa àquela 
vertida em ( 2). Esta representação interna denomina-se modelo de estado acomodando, para além da 
entrada e da saída, a definição de variáveis internas. Estas variáveis internas são funções do tempo e 
coordenadas do vetor de estado ( )X t , poderão ter significado físico ou serem entidades matemáticas 
abstratas:      1 2( ) ...
T
nX t x t x t x t    (Dorf, R. and Bishop, R. (1995)). 
A escolha duma representação, interna ou externa, faz-se consoante as técnicas de análise ou projeto 
que se pretendam utilizar enquadradas num eventual procedimento para controlo do sistema. 
Nomeadamente, a representação ( 2) permite calcular a saída y(t) conhecida a entrada u(t) desde que o 
sistema parta do repouso, ou seja, as condições iniciais sejam nulas. Porém, muitas situações do 
quotidiano existem em que o sistema não parte do repouso mas sim, apresenta um estado inicial não 
nulo, nessas circunstâncias o modelo ( 2) revela-se incompleto, sendo que, uma representação interna, 
ou modelo de estado, por acomodar a existência de condições iniciais não nulas, revela-se adequado. 
A partir da representação externa ( 2) pode-se calcular uma infinidade de representações internas, 
(uma por cada conjunto de variáveis de estado      1 2 ... nx t x t x t    que se escolha), sendo que, 
uma delas está representada pelo diagrama de simulação na Fig.  1. 
A leitura direta da Fig.  1 permite estabelecer a equação de estado ( 3) e a equação de saída ( 4).     
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( 4) 
 
O par de equações ( 3) e ( 4) pode ser escrito na forma compacta ( 5). 
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Definindo-se: 
 A  - matriz da dinãmica  n n ,  
 B – matriz de entrada  n q , q is the number of inputs,  
 C – matriz de saída  p n , p is the number of outputs,  
  D - matriz  p q  matrix ( 0D  , para este caso).  
 
 
Fig.  1 –Diagrama de simulação respeitante à função de transferência ( 2). 
 
 
 
A representação de SLIT desenvolvida nesta secção é genérica, para sistemas contínuos, não tendo 
havido a necessidade de se particularizar a suas naturezas físicas; semelhante estudo pode ser feito para 
sistemas discretos. Nessas circunstâncias a equação diferencial linear de coeficientes constantes ( 1) 
daria lugar a uma equação com diferenças, linear e de coeficientes constantes. O cálculo da transformada 
de Laplace de ( 1) seria substituído pelo cálculo da transformada z da equação com diferenças, 
originando uma função de transferência discreta análoga à que se apresenta em ( 2) mas sendo função 
de z. O diagrama de simulação (Fig.  1) daria lugar a um diagrama de simulação em que os integradores 
seriam substituídos por elementos de atraso unitários para tempo discreto representados por Z-1. O 
modelo de estado discreto análogo ao contínuo ( 5) é dado por ( 6), tendo as matrizes A, B, C e D 
denominações análogas. 
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3. MODELOS MATEMÁTICOS DE SISTEMAS FÍSICOS 
 
A função de transferência como representação externa de sistemas em termos de entrada-saída e, o 
modelo de estado onde se definem variáveis internas (variáveis de estado), foram apresentados na secção 
anterior para SLIT contínuos. Ficou claro nessa secção que a metodologia exposta não mencionava a 
natureza física de nenhum sistema em particular.  
Nesta secção vão ser apresentados exemplos de sistemas físicos para os quais se calcularão as 
correspondentes representações matemáticas (D’Azzo, J. and Houpis, C. (1988)). Apesar de se tratar de 
exemplos de sistemas físicos de naturezas diferentes, vai ficar claro que os mesmos serão representáveis 
pelo mesmo modelo matemático. 
 
3.1 Sistema elétrico 
Nesta secção vai ser estudado o sistema da Fig. 2 que consiste num circuito elétrico.  
 
Fig. 2 – Circuito elétrico. 
 
 
Este circuito é composto por uma bobine de indutância L medida em Henry [H] ligada a um paralelo 
de uma resistência R medida em Ohm    com um condensador de capacidade C medida em Farad 
[F]; o circuito é alimentado por uma fonte de corrente i(t). Para este circuito será determinada uma 
função de transferência e um modelo de estado que serão confrontados com os modelos representados 
pelas expressões ( 2), ( 3) e ( 4). 
 
Na representação externa (função de transferência), é considerada como entrada a tensão aos 
terminais da fonte de corrente 
1( )v t  e como saída a tenção aos terminais do condensador 2 ( )v t . 
Tratando-se de um sistema de natureza elétrica, as leis fundamentais da análise de circuitos elétricos 
(Dorf, R. (1993)) vão ser utilizadas para se chegar à função de transferência ( 7). 
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A função de transferência dada por ( 7) é formalmente idêntica ao modelo expresso por ( 2) tendo 
em conta que a saída Y corresponde à tensão V2, e a entrada U corresponde à tensão V1 . Para além disso, 
a função racional ( 7) obtém-se da que se apresenta em ( 2) fazendo 0m  , 2n  e definindo-se os 
coeficientes da seguinte forma: 
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Alternativamente, uma representação interna para o circuito elétrico da Fig. 2 pode ser estabelecida. 
Para os valores dos coeficientes 
0a , 1a  e 0b , tendo em conta o modelo de estado apresentado em ( 3) e 
( 4), pode-se estabelecer o modelo de estado para o circuito elétrico da Fig. 2, representado pela equação 
de estado ( 8) e a equação de saída ( 9). A saída ( )y t  representa 
2 ( )v t  e a entrada ( )u t  representa 1( )v t  
.  
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3.2 Sistema mecânico 
Nesta secção vai ser estudado o sistema mecânico translacional da Fig. 3.  
 
Fig. 3 – Sistema mecânico translacional. 
 
 
Trata-se de uma massa M medida em Quilograma [Kg] que se desloca numa superfície horizontal 
segundo uma reta (eixo dos X), por ação de uma força f(t) medida em Newton [N] aplicada a uma mola 
em hélice de constante de elasticidade K medida em N
m
 
 
 ligada à massa. Do contacto da massa com 
a superfície gera-se um atrito de constante B medida em Ns
m
 
 
. 
De forma análoga ao que foi feito para o exemplo elétrico anterior, será determinada uma função de 
transferência e um modelo de estado que serão confrontados com os modelos representados pelas 
expressões ( 2), ( 3) e ( 4). 
 
Dada a natureza física do sistema em estudo, vão ser utilizadas as leis da mecânica para o 
estabelecimento das equações diferenciais que descrevem a sua dinâmica (Ribeiro, M. (2002)). 
Assumindo-se como entrada a velocidade da extremidade da mola onde é aplicada a força f , vF , e como 
saída a velocidade da massa, vM , determina-se a função de transferência ( 10) a partir das equações 
diferenciais obtidas previamente. 
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Semelhantemente ao que aconteceu com o circuito elétrico, a função de transferência agora obtida 
corresponde àquela representada por ( 2) tendo em conta que a saída Y corresponde à velocidade 
MV  e 
a entrada U corresponde à velocidade 
FV . Trata-se de um sistema de 2ª ordem sem zeros pelo que 
0m   e 2n  , assim, a partir de ( 2) obtém-se ( 10) fazendo os coeficientes: 
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Apresenta-se de seguida um modelo de estado para o sistema da Fig. 3. Assim, particularizando o 
diagrama de simulação da Fig.  1 para os coeficientes 
0a , 1a  e 0b  podem-se então estabelecer as 
equações de estado ( 11) e de saída ( 12). 
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As representações externas na forma de funções de transferência, respetivamente ( 7) e ( 10), bem 
como as a representações internas na forma de modelos de estado, respetivamente ( 8) e ( 9), ( 11) e ( 
12), servem de base tanto a procedimentos de análise como a procedimentos de síntese de controladores. 
A escolha da representação por função de transferência ou por modelo de estado depende de que técnicas 
se pretendem utilizar. Tais representações permitem estudos tando no domínio do tempo quanto no 
domínio da frequência. 
 
4. REPRESENTAÇÃO UNIFORMIZADA DE SISTEMAS 
 
Na secção anterior foram estudados 2 sistemas físicos de naturezas distintas, elétrico Fig. 2, e 
mecânico Fig. 3. Para tais sistemas foram apresentadas as funções de transferência e os modelos de 
estado respetivos (Dorf, R. and Bishop, R. (1995)). Tratando-se de SLIT as funções de transferência 
estão na forma de ( 2) e os modelos de estado estão na forma de ( 5). Dada a similaridade das 
representações matemáticas destes 2 sistemas físicos de natureza distinta pode-se colocar a seguinte 
questão: 
 
 Obtido um modelo para um dado sistema, existirão outros sistemas para os quais esse 
modelo seja adequado? 
 
No caso da resposta ser afirmativa poder-se-á questionar se os outros sistemas poderão ser de 
natureza física distinta do sistema original.  
Os exemplos apresentados na secção anterior permitem responder afirmativamente à questão 
colocada, na medida em que, o modelo a que se chega para o circuito elétrico é idêntico ao modelo a 
que se chega para o sistema mecânico. Assim, pode-se dizer que o outro sistema para o qual o modelo 
do sistema elétrico é adequado é de natureza distinta (mecânico). 
Neste contexto, cingindo-se a sistemas de natureza elétrica e mecânica, vai-se apresentar nesta 
secção uma metodologia para, partindo-se de um sistema mecânico arbitrário, encontrar-se um sistema 
(circuito) elétrico cujo modelo matemático seja idêntico ao modelo matemático do sistema mecânico. 
Encontrado o circuito elétrico diz-se que este é um sistema análogo do sistema mecânico.  
Consideremos as grandezas físicas envolvidas em cada um dos sistemas da secção anterior; para o 
circuito elétrico a perturbação do sistema é feita à custa de uma fonte de corrente enquanto para o sistema 
mecânico a perturbação é feita pela aplicação de uma força. Assim, pode-se considerar que a corrente 
elétrica num circuito tem função análoga a uma força num sistema mecânico. Na verdade, tanto a força 
como a corrente propagam-se através dos elementos, mecânicos e elétricos respetivamente. Os 
respetivos aparelhos de medida, dinamómetro para medição da força e amperímetro para medição da 
intensidade de corrente, são colocados em série. Assim, na procura de analogias pode-se afirmar que as 
seguintes grandezas físicas: 
 
Intensidade da corrente, i 
 
~
 
 
Força, f 
são análogas. 
Semelhante leitura pode ser feita relativamente à tensão elétrica num circuito e à velocidade de um 
ponto num sistema mecânico. Ambas as grandezas medem-se em relação a uma referência; a tensão 
num nó dum circuito mede-se relativamente a um nó de referência bem como a velocidade de um ponto 
se mede em relação a um referencial que se considera parado. Assim, na procura de analogias pode-se 
afirmar que as seguintes grandezas físicas: 
 
Tensão elétrica, v 
 
~
 
 
Velocidade, ve 
são análogas. 
Considere-se agora os elementos básicos dos circuitos elétricos e dos sistemas mecânicos da Tab.  1 
onde se apresentam as leis elementares que os governam. 
Com base as leis que governam a massa M e o condensador C, respetivamente,  
 edv t
f t M
dt

1 e  
 dv t
i t C
dt
 ; então, assumindo as analogias anteriores (força, corrente elétrico e velocidade, 
tensão), pode-se dizer que: 
 
 o modelo da massa M é igual ao modelo do condensador C desde que a capacidade do 
condensador seja C M . 
                                                     
1  
 
e
dx t
v t
dt
  
Considere-se agora as leis que governam a mola de constante de elasticidade K e a bobine de 
indutância L, respetivamente    f t Kx t 2 e  
 di t
v t L
dt
 . Derivando ambos os membros da lei 
que governa a mola e resolvendo em ordem à velocidade tem-se  
 1
e
df t
v t
K dt
 . Comparando esta 
expressão com a lei que governa a bobine e tendo em conta as analogias anteriores, pode-se dizer que: 
 
 o modelo da mola K é igual ao modelo da bobine L desde que a indutância da bobine seja 
1
L
K
 . 
 
Tab.  1 Elementos básicos de circuitos elétricos e de sistemas mecânicos, suas representações e leis que os governam. 
 
 
Por último, repare-se no atrito de constante B e na resistência R , bem como nas respetivas leis que 
as governam,    ef t Bv t  e    
1
i t v t
R
 ; então, tendo em conta as analogias habituais pode-se 
dizer que: 
 
 o modelo do elemento de atrito B é igual ao modelo da resistência R desde que a resistência 
seja 
1
R
B
 . 
 
Resumindo, na Tab.  2 registam-se as condições que se devem verificar entre cada par de elementos 
análogos para que o modelo dum circuito elétrico seja igual ao modelo do sistema mecânico. 
Nesta altura, pode-se verificar que, tanto para a função de transferência ( 10), como para o modelo 
de estado ( 11) e ( 12), obtidos para o sistema mecânico Fig. 3, substituindo os seus parâmetros M, K e 
B de acordo com a Tab.  2, resultam na função de transferência ( 7) e no modelo de estado ( 8) e ( 9) do 
circuito elétrico Fig. 2. De forma inversa, os modelos (função de transferência e modelo de estado) a 
                                                     
2 A ausência do sinal negativo relativamente ao que se apresenta na tabela deve-se ao facto de agora não se estar 
a considerar a força de restituição da mola mas sim a força externa que se deve aplicar para que a mola sofra um 
alongamento x. 
que se chegaram para o circuito elétrico resultam nos correspondentes modelos para o sistema mecânico 
desde que se façam as substituições dos parâmetros elétricos de acordo com a Tab.  2. 
 
Tab.  2 Condições a verificar para que elementos análogos sejam governados pelo mesmo modelo. 
Massa – Condensador M C  
Mola – Bobine 
1
K
L
  
Atrito – Resistência 
1
B
R
  
 
 
5. CONCLUSÕES 
 
Chega-se então à conclusão de que se está perante sistemas físicos distintos que são representáveis 
pelo mesmo modelo matemático. 
Esta conclusão é extrapolável a sistemas de outras naturezas que não elétrica ou mecânica, por 
exemplo, sistemas de naturezas tão dispares como hidráulicos ou térmicos são constituídos por 
elementos básicos que terão correspondência em termos de modelos para com, por exemplo, sistemas 
mecânicos ou elétricos.  
Esta conclusão permite dizer que: 
 
 diferentes realidades físicas são representadas pela mesma realidade matemática.  
   
Esta conclusão uniformizadora tem implicações para toda a metodologia que integra a Teoria de 
Sistemas, seja no que se refere à representação de sistemas, análise ou síntese. 
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